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Résumé 

On généralise le Théorème A de Quillen aux diagrammes de 2-foncteurs lax commutatifs 
à transformation près. Un cas particulier de ce résultat permet d'établir que les 2-catégories 
modélisent les types d'homotopie. 

Abstract 

We generalize Quillen's Theorem A to diagrams of lax 2-functors which commute up to 
transformation. It follows from a spécial case of this resuit that 2-categories are models for 
homotopy types. 



1 Introduction 

Dans son texte fondateur de la K-thcorie algébrique supérieure 24 , Quillen définit la K-théorie 
d'une catégorie exacte comme étant le classifiant d'une catégorie, définie à l'aide des mono- 
morphismes et épimorphismes admissibles de la catégorie exacte. Il y démontre également ses 
célèbres théorèmes A et B, à la base de la théorie de l'homotopie dans Cat, la catégorie des petites 
catégories. Dans Pursuing Stacks [14) et Les dérivateurs [12) . Grothendieck montre que toutes les 
constructions homotopiques habituelles peuvent s'effectuer dans Cat de façon extrêmement natu- 
relle, et souvent plus simple que dans la catégorie des espaces topologiques ou celle des ensembles 
simpliciaux A (voir aussi |13j). Un résultat de Thomason affirme qu'il existe une structure de 
catégorie de modèles (au sens de Quillen [22 [23] ) sur Cat [26], permettant d'appliquer à cette 
dernière toutes les techniques de Quillen. 

Depuis quelques années, un vif intérêt est apparu pour la théorie de l'homotopie dans les 
catégories supérieures. Dans la catégorie 2Cat, dont les objets sont les 2-catégories strictes et 
les morphismes les 2-foncteurs stricts, se distinguent trois classes intéressantes d'équivalences 
faibles. La plus restrictive est celle des équivalences de 2-catégories. Lack a montré qu'il existe 
une structure de catégorie de modèles de Quillen sur 2Cat dont les équivalences faibles sont 
les équivalences de 2-catégories [T5J [TS] . Une notion d'équivalences faibles nettement moins res- 
trictive est celle des équivalences « de Dwyer-Kan >, 2-foncteurs induisant des équivalences 
faibles entre les nerfs des catégories des morphismes entre deux objets, et une équivalence des 
catégories obtenues des 2-catégories en remplaçant les catégories des morphismes entre deux ob- 
jets par leur ttq. La catégorie homotopique obtenue en inversant ces équivalences faibles est (au 
moins conjecturalement) celle des (oo, l)-catégories. Néanmoins, on ne dispose pas de structure 
de catégorie de modèles pour ces équivalences faibles. On peut enfin s'intéresser à une notion 
d'équivalences faibles encore moins restrictive, celle des équivalences faibles « de Thomason >, 
2-fonctcurs induisant une équivalence faible des espaces classifiants. Worytkiewicz, Hess, Parent 
et Tonks ont montré dans [27 l'existence d'une structure de catégories de modèles sur 2Cat 
dont les équivalences faibles sont les équivalences faibles de Thomason. Cette structure est ob- 
tenue par « transfert » de la structure de catégorie de modèles de Quillen classique sur la 
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catégorie des ensembles simpliciaux, da façon analogue à celle mise en œuvre par Thomason, 
au moyen du couple de foncteurs adjoints formé par C2SCL 2 et Ex 2 N2, C2 désignant le foncteur 
de « réalisation 2-catégorique » adjoint à droite du foncteur nerf 2-catégorique N2, et Sd et 
Ex les classiques foncteurs de subdivision et d'extension. Si l'équivalence entre les catégories 
homotopiques associées à la structure dégagée par Thomason sur Cat et celle de Quillen sur 
les ensembles simpliciaux résulte de travaux antérieurs à ceux de Thomason (voir par exemple 
[T7] ou [10]), aucune démonstration ne se trouve à notre connaissance publiée du fait que l'ad- 
jonction de Quillen construite entre 2Cat et A dans [27J est en fait une équivalence de Quillen. 
Nous présentons une démonstration du fait que la catégorie homotopique de 2Cat relativement 
aux équivalences faibles de Thomason est équivalente à la catégorie homotopique classique. Il en 
résulte que l'adjonction de Quillen construite dans [27] est bien une équivalence de Quillen. 

Des pas essentiels dans cette direction ont été franchis par Bullejos, Cegarra et del Hoyo. Le 
présent article repose sur leurs résultats. Dans g], Bullejos et Cegarra établissent une version 
2-catégorique du Théorème A de Quillen (voir aussi [5]), généralisant l'énoncé classique au cas des 
2-foncteurs stricts. Dans [5] (voir aussi [5]), del Hoyo, s'appuyant sur ce dernier résultat, étend 
l'énoncé classique au cas des 2-foncteurs lax normalisés de source une 1-catégorie. Ces deux 
généralisations se restreignent au cas « absolu », c'est-à-dire sans base. Il en va de même d'une 
nouvelle généralisation, pour les 2-foncteurs lax, annoncée par del Hoyo dans [TU], dont nous 
avons par la suite dégagé une variante relative par un argument différent. Suivant une suggestion 
de Maltsiniotis, nous présentons ici un formalisme permettant de dégager une version encore 
plus générale — et, peut-être, aussi générale qu'il est permis de l'espérer pour les 2-catégories 
— , mais en même temps très naturelle, du Théorème A de Quillen. 

Le résultat original de Quillen affirme qu'étant donné un foncteur u : A — > B, si la catégorie 
(« comma > ou « tranche >) A/b est faiblement contractile pour tout objet b de B, alors u 
est une équivalence faible, c'est-à-dire que son nerf est une équivalence faible simpliciale. Le cas 
relatif, qui peut se démontrer de façon tout à fait analogue, s'énonce comme suit. 

Théorème 1.1. (Théorème A de Quillen pour les 1- foncteurs) Soit 




C 



un diagramme commutatif dans Cat. Supposons que, pour tout objet c de C, le foncteur induit 
A/ c — > B I c soit une équivalence faible. Alors u est une équivalence faible. 

On peut d'ores et déjà remarquer que, les transformations naturelles — 2-cellules de la 
2-catégorie Cat — pouvant s'interpréter comme des homotopies dans Cat, l'on obtiendrait une 
version plus naturelle du théorème 11.11 en remplaçant le triangle commutatif de son énoncé par 
un triangle commutatif à transformation naturelle près seulement. Ce résultat, qui semble absent 
de la littérature, est un cas particulier de celui que nous présentons. 

La formulation de la généralisation souhaitée de l'énoncé du théorème 11. Il ne présente guère 
de difficulté sérieuse. La notion de « 2-catégorie comma > (ou « tranche », que nous noterons 
par une double barre oblique) relativement à un 2-foncteur lax est dégagée depuis longtemps, de 
même que les généralisations plus ou moins strictes de celle de transformation naturelle. Nous 
appellerons « transformation stricte » la variante stricte, et « transformation > et « optrans- 
formation » les deux variantes faibles, duales l'une de l'autre. Le résultat s'énonce alors : 
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Théorème 1.2. Soit 




un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et a est une optransformation. 
Supposons que, pour tout objet c de C, le 2-foncteur lax 

u//c:A//c^B//c 

soit une équivalence faible. Alors u est une équivalence faible. 

La stratégie de démonstration que nous adoptons consiste à se ramener au cas d'un diagramme 
de 2-foncteurs stricts commutatif à transformation stricte près. Dans ce cas particulier, que l'on 
traite dans la section 31 on peut associer à de telles données un diagramme commutatif 
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dont les flèches verticales sont des préfibrations à fibres faiblement contractiles dans 2 Cerf. Il 
s'agit des projections associées à IV intégration » de 2-foncteurs stricts T w et T v induits par 
les données, ce procédé d'intégration étant tout à fait analogue à celui bien connu dans le cadre 
1-catégorique sous le nom de « construction de Grotliendicck >. La flèche horizontale supérieure 
du diagramme ci-dessus, elle, est une équivalence faible en vertu des hypothèses et de résultats 
généraux sur l'intégration. On en déduit que u est une équivalence faible. 

La notion de préfibration dans 2Cat (définition I2.16[) que nous présentons dans la section 
[2] s'appuie sur celle de « préadjoint > ( définition I2.12j) . généralisation des classiques foncteurs 
adjoints de Cat. Dans la mesure où ces notions nous servent avant tout à l'étude des propriétés 
homotopiques de l'intégration (section [3]) , nous n'étudions pas ici les relations qu'elles entre- 
tiennent avec les fibrations au sens de Hcrmida |15l définition 2.3] ou les adjonctions dans 2Cat 
respectivement. Cela devrait faire l'objet d'un travail ultérieur. Remarquons toutefois que la no- 
tion d'intégration que nous utilisons constitue un cas très particulier de celle étudiée par Bakovic 
dans [3]. 

L'argument permettant de se ramener du cas « lax » au cas « strict » utilise de façon es- 
sentielle la construction par Bénabou d'un adjoint à gauche de l'inclusion de 2Cat dans 2Cati ax 
(catégorie dont les morphismes sont les 2-foncteurs lax), adjonction jouissant de propriétés ho- 
motopiques remarquables (section [5]). On montre que sa co- unité est une équivalence faible terme 
à terme (résultat dont une démonstration par un argument différent se trouve déjà dans 10J ) . 
Nous introduisons de plus une notion d'équivalence faible lax qui nous permet d'affirmer que 
l'unité de cette adjonction est également une équivalence faible terme à terme. Nous vérifions 
ensuite que cette propriété reste vraie dans le cas relatif flemmes 15. 181 et 15.191) . ce qui permet de 
se ramener au cas « strict » déjà traité et achève la démonstration de la généralisation annoncée 
du Théorème A de Quillen (théorème l6.5p . 

Pour finir, la section[7]est consacrée à la démonstration du fait que les 2-catégories modélisent 
les types d'homotopie. Bien qu'il s'agisse d'un résultat intuitif, il ne semble avoir jamais fait l'objet 
d'une démonstration rigoureuse. Il est possible qu'un argument -c à la Fritsch et Latch » permette 
de l'établir, mais aucun résultat publié ne va dans cette direction. Les types d'homotopie sont 
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les objets de la « catégorie homotopique » Hot, équivalente à la localisation de la catégorie des 
ensembles simpliciaux par les équivalences faibles entre iceux, ou encore la localisation de Top 
par les équivalences faibles topologiques (applications continues induisant des bijections entre 
les 7To et des isomorphismes entre les groupes d'homotopie supérieurs pour tout choix de point 
base), ou encore la localisation de Cat par les équivalences faibles de la structure de Thomason. 
Une stratégie naturelle pour établir le résultat souhaité consiste à comparer les 2-catégories aux 
modèles des types d'homotopie déjà connus, et c'est bien entendu une comparaison entre Cat et 
2Cat qui paraît la plus prometteuse. On voudrait donc relier fonctoriellement toute 2-catégorie à 
une catégorie par une équivalence faible. Malheureusement, cet espoir est illusoire, puisqu'il existe 
des 2-catégories qui ne peuvent être reliées à aucune catégorie par une équivalence faible. En effet, 
par exemple, si G désigne un groupe abélien non trivial quelconque et G la 2-catégorie n'admettant 
qu'un seul objet dont la catégorie des endomorphismes est donnée par le groupoïde (à un seul 
élément) associé au groupe G, toute équivalence faible entre G et une catégorie se factoriserait 
par la catégorie ponctuelle, ce qui contredit (voir le lemme l2.10j) la non-trivialité de l'homotopie 
de G- En revanche, cette obstruction s'évanouit dès que l'on autorise les équivalences faibles 
lax, indice de la nécessité de considérer des morphismes non stricts dans l'étude homotopique 
des catégories supérieures. On présente dans [7] une démonstration s 'appuyant sur l'existence 
d'un tel remplacement 1-catégorique. Une autre façon de faire disparaître l'obstruction consiste 
à autoriser les chaînes de longueur supérieure d'équivalences faibles. C'est un tel argument que 
nous présentons ici, reposant sur l'existence d'une chaîne de longueur 2. On pourrait croire que 
cela nous dispense de considérer les morphismes non stricts. En fait, l'étude des relations entre 
le « monde strict » et le « monde lax > permet de dégager le résultat de façon beaucoup plus 
naturelle, et nous utilisons pour cela un cas particulier de la généralisation du Théorème A aux 
2-foncteurs lax. Notons que, pour démontrer ce résultat précis, la version du Théorème A dégagée 
par del Hoyo [H théorème 9.2.4] suffit. 

Les résultats présentés proviennent d'une thèse [7] effectuée sous la direction de Georges 
Maltsiniotis, à qui elle doit beaucoup. Antonio Cegarra nous a signalé le texte [5] et l'auteur de 
ce dernier, Mafias del Hoyo, nous a communiqué ses notes [TU]. Ces références nous ont été utiles. 
Au cours de ce travail, des discussions avec Dimitri Ara et Jean Bénabou nous ont permis de 
mieux comprendre divers aspects des situations rencontrées. C'est un plaisir de tous les remercier 
vivement. 

2 Conventions, rappels et préliminaires 

Dans cet article, l'expression « 2-catégorie » signifiera « 2-catégorie stricte », sauf mention 
contraire. On suppose connue cette notion, et l'on ne rappelle pas non plus celle de 2-foncteur 
strict. La composée des 1-cellules sera notée par la juxtaposition (par exemple /'/), de même que 
la composition verticale des 2-cellules (par exemple /3a). On notera la composition horizontale 
des 2-cellules par « o » (par exemple a' o a). On commettra l'abus sans conséquence fâcheuse 
consistant à confondre une 1-cellule avec son identité. Ainsi, par exemple, pour toute 1-cellule / 
et toute 2-cellule a telles que la composée 1/ o a fasse sens, on notera souvent cette composée 
foa. En symboles, on notera les 1-cellules par des flèches simples « — > > et les 2-cellules par des 
flèches doubles « =>• ». Pour deux objets a et a' d'une 2-catégorie A, on notera Hom A (a, a') la 
catégorie dont les objets sont les 1-cellules de a vers a' et dont les morphismes sont les 2-cellules 
entre icelles dans A. Pour toute 2-catégorie A, on notera A op la 2-catégorie obtenue à partir de 
A « en inversant le sens des 1-cellules », A co la 2-catégorie obtenue à partir de A « en inversant 
le sens des 2-cellules » et A coop la 2-catégorie obtenue à partir de A « en inversant le sens des 
1-cellules et des 2-cellules ». 
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Un 2-foncteur lax u d'une 2-catégorie A vers une 2-catégorie B correspond à la donnée d'un 
objet u(a) de B pour tout objet a de A, d'une 1-cellule u(f) de u(a) vers u(a') dans B pour toute 

1- cellule / de a vers a' dans A, d'une 2-cellule u(a) de u(/) vers u(g) dans £> pour toute 2-cellule 
a de f vers 3 dans A, d'une 2-cellule u a de l u (a) vers u (la) dans B pour tout objet a de A et, pour 
tout couple (/', /) de 1-cellules de A telles que la composée /'/ fasse sens, d'une 2-cellule Ufij de 
u(f')u(f) vers u(f'f) dans B, ces données vérifiant les conditions de cohérence bien connues. On 
appellera les 2-cellules u a et Ufj les 2-cellules structurales de u associées à a et au couple (/, /') 
(ou (/',/)) respectivement. Un 2-foncteur lax est donc un 2-foncteur strict si et seulement si 
toutes ses 2-cellules structurales sont des identités. On appellera 2-foncteur colax de A vers B un 

2- foncteur lax de A co vers B co . Ainsi, nous appelons « 2-foncteur lax > ce que Bénabou appelle 
« foncteur » et « 2-foncteur colax » ce que Bénabou appelle « cofoncteur », afin d'insister sur 
le caractère « faible » des applications considérées. Nous attirons l'attention sur le fait que la 
terminologie actuellement dominante utilise < oplax » pour ce que nous appelons « colax ». 
Le choix que nous avons fait procède du désir de se conformer à la convention suivant laquelle 
les préfixes « op- » et « co- » indiquent un changement de sens des 1-cellules et des 2-cellules 
respectivement. Tout 2-foncteur lax u : A — > B induit un 2-foncteur lax u op : A op —> B op ainsi 
que des 2-foncteurs colax u co : A co -> B co et u coop : A coop -> B coop , et réciproquement. 

Définition 2.1. Soit u un 2-foncteur lax de source A, n > 3 un entier et (/o, . . . , f n ) un n-uplct 
de 1-cellules de A telles que la composée f n . . . fo fasse sens. On définit inductivement une 2-cellule 
u f n ,-..Jo de u (fn) ■ ■ ■ u(fo) vers u(f n ...fa) par 

U U,-J = U fn,fn-1- -h ( U (fn) ° «/„_!,. ..,/„) 

On appellera cette 2-cellule la 2-cellule structurale de u associée au n-uplet (/o, . . . ,f n ). On la 
notera parfois U/f\ si le contexte rend clair cette notation. Si cela n'entraîne pas d'ambiguïté, 
cette 2-cellule pourra se trouver notée u Xo ^ >Xnl étant entendu que X4 est la source de 

Remarque 2.2. Ces 2-cellules structurales vérifient une « condition de cocycle généralisée » que 
nous n'explicitons pas mais que, suivant l'usage, nous utiliserons sans le signaler. On renvoie le 
lecteur intéressé à |T| proposition 5.1.4 (p. 1-47) et théorème 5.2.4 (p. 1-49)] pour un résultat 
beaucoup plus général. 

Etant donné deux 2-foncteurs lax (ou deux 2-foncteurs colax) u et v de A vers B, une trans- 
formation g de u vers v correspond à la donnée d'une 1-cellule a a : u(à) — > v(a) dans B pour tout 
objet a de A et d'une 2-cellule 07 : cr a >u(f) =?> v(f)a a dans B pour toute 1-cellule / : a — > a' dans 
A, ces données vérifiant les conditions de cohérence bien connues. Avec les mêmes données, une 
optransf or motion de u vers v est une transformation de v op vers u op . De façon plus explicite, cela 
revient à se donner une 1-cellule o~ a : u(a) —s- v(a) dans B pour tout objet a de A et une 2-cellule 
o~f : v(f)o~ a =>■ o~ a >u(f) dans B pour toute 1-cellule / : a — > a 1 dans A, ces données vérifiant les 
conditions de cohérence aussi bien connues que les précédentes. Nous attirons l'attention sur le 
fait que la terminologie présente dans la littérature récente privilégie les termes « transformation 
lax » et « transformation oplax », sans qu'il y ait d'accord quant à la convention relative au 
choix de ce qui est « lax » et ce qui est « oplax ». En revanche, nous nous trouverons en accord 
avec la terminologie ambiante en ce que nous appellerons transformation stricte de u vers v une 
transformation (ou, ce qui revient au même dans ce cas précis, une optransformation) a de u 
vers v telle que la 2-cellule <7/ soit une identité pour toute 1-cellule / de A. 

On notera 2Cat la catégorie dont les objets sont les 2-catégories et dont les morphismes sont 
les 2-foncteurs stricts. C'est une sous-catégorie (non pleine) de la catégorie 2Cati ax , dont les 
objets sont les 2-catégories et dont les morphismes sont les 2-foncteurs lax. On notera 2Cat la 
2-catégorie dont la catégorie sous-jacente est 2Cat et dont les 2-cellules sont les transformations 
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strictes (c'est en fait la 2-catégorie sous-jacente à une 3-catégorie dont les 3-cellules sont les 
modifications) . 

Soit u : A — > B un 2-foncteur lax et b un objet de B. On note A//"b la 2-catégorie définie 
comme suit. Ses objets sont les couples (a,p) avec a un objet de A et p une f-cellule de u(a) vers 
b dans B. Les 1-cellules de (a,p) vers (a',p') sont les couples (/, a) avec / une 1-cellule de a vers 
a' dans A et a une 2-cellule de p vers p'u(f) dans S. Les 2-cellules de (/, a) vers (g, (3) sont les 
2-cellules 7 : / =4> g dans A telles que (p' o u("f))a = (3. Les diverses unités et compositions sont 
héritées de celles de A (autrement dit, elles sont « évidentes »). 

Sous les mêmes hypothèses, on définit une 2-catégorie b\^A par la formule 

b\\ u A = ((A°n//rb)° P 

En particulier, les objets, 1-cellules et 2-cellules de b\ u A se décrivent comme suit. Les objets 
sont les couples (a,p : b — > u(a)), où a est un objet de A et p une f-cellule de B. Les 1-cellules 
de (a,p) vers (a',p') sont les couples (/ : a — > a', a : p' =>• u(f)p), où / est une 1-cellule de A et 
a est une 2-cellule de B. Les 2-cellules de (/, a) vers (/', a') sont les 2-cellules /3 : / => /' dans 
„4 telles que (tt(/3) op)a = a'. 

Dualement, si u : A — >• S est un 2-foncteur colax et 6 un objet de B, on définit une 2-catégorie 
Al lob par la formule 

A//:b = ((A c °)l/i uC °b) C ° 

En particulier, les objets, 1-cellules et 2-cellules de A/f^b se décrivent comme suit. Les objets 
sont les couples (a,p : u(a) — >• b), où a est un objet de „4 et p une 1-cellule de B. Les 1-cellules 
de (a,p) vers (a',p') sont les couples (/ : a — >• a', a : p'u(f) p), où / est une 1-cellule de .4 et 
a est une 2-cellule de B. Les 2-cellules de (/, a) vers (/',a') sont les 2-cellules (3 : f => f dans 
„4 telles que c/(p' o u(j3)) = a. 

Sous les mêmes hypothèses, on définit une 2-catégorie b\£A par la formule 

bXA=((A°v)//f P b) op 

En particulier, les objets, 1-cellules et 2-cellules de b\?A se décrivent comme suit. Les objets 
sont les couples (a,p : b — >• u(a)), où a est un objet de .4 et p une 1-cellule de B. Les 1-ccllulcs 
de (a,p) vers (a',p') sont les couples (/ : a — > a', a : u(f )p => p'), où / est une 1-cellule de A et 
a est une 2-cellule de B. Les 2-cellules de (/, a) vers (/',a') sont les 2-cellules /?:/=> /' dans 
„4 telles que a'(w(/3) op) = a. 

Si m est une identité, on ne le fera pas figurer dans ces notations. 

Soit 



A 
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un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et a est une optransformation. 
Pour tout objet c de C, ces données induisent un 2-foncteur lax u/ffe de Ajj^c vers Bf/fc 
défini par (u/j CT c)(a,p) = (u(a),pa a ) et (u //° c) ç a p ) = u a pour tout objet (a,p) de A/f^c, 
(u//fc)(f,a) = («(/), (p' o (T/Xa o (7 a )) pour toute ' 1-cellule (/,a) de ^//,™c, {u//fc)(p) = u{/3) 
pour toute 2-cellule /3 de A/f^c et (u/ffe)^/ . a '),(j.a) — u f'j' pour tout couple ((/', a'), (/, a)) 
de 1-cellules de A//i"c telles que la composée (f',a')(f,a) fasse sens. Si c est une identité, on 
notera u// z c le 2-foncteur lax induit par les données ci-dessus. Notons que, dans le cas général, 
u//fc est un 2-fonctcur strict dès qu'il en est de même de u. 



G 



L'objet principal de cet article est de montrer que si, partant des données ci-dessus, uf/fc est 
une équivalence faible pour tout objet c de C, alors u est une équivalence faible. Pour donner un 
sens à cet énoncé, il nous faut introduire la notion d'équivalence faible. 

Pour tout entier m > 0, on note [m] la catégorie associée à l'ensemble {0, . . . , m} ordonné 
par l'ordre naturel sur l'ensemble des entiers. (C'est donc, assez malheureusement, la catégorie 
associée à l'ordinal m + 1, ce qui résulte des conventions simpliciales.) Pour tout 2-foncteur lax 
x : [m] — > A, on notera Xi l'image par x de l'objet i de [m], Xjj l'image par x de l'unique 
morphisme de i vers j dans [m], pour tout couple vérifiant < i < j < m, et Xk,j,i la 

2-cellule structurale de x associée au couple de 1-cellules composables (i — > j,j —> k) de [m], 
pour tout triplet k) vérifiant < i < j < k < m. 

Pour toute 2-catégorie A, on note NiA l'ensemble simplicial défini par 

(NiA) m = Hom 2 cat la A[ m \^) 

(l'ensemble des 2-foncteurs lax de [m] vers A) pour tout entier m > et dont les faces et 
dégénérescences sont définies de façon évidente. On vérifie la fonctorialité de cette construction, 
et l'on associe, à tout 2-foncteur lax u : A — > B, un morphisme d'ensembles simpliciaux Ni(u) : 
NiA — > NiB. L'ensemble simplicial NiA s'appelle le nerf de A et le morphisme simplicial Ni(u) 
le nerf de u. En vertu des résultats de [S], cette définition du nerf est équivalente, du point de 
vue homotopique, à celle fournie par le nerf défini par Street dans [55] , dont le lecteur est peut- 
être plus familier. On dira donc en particulier qu'un 2-foncteur lax est une équivalence faible si 
son nerf est une équivalence faible simpliciale. Notons qu'il est possible de caractériser la classe 
des équivalences faibles (strictes ou non) de façon purement 2-catégorique, sans nullement faire 
appel aux ensembles simpliciaux ou aux espaces topologiques (voir [7] pour un traitement de 
cette question). 

Une propriété essentielle de la classe des équivalences faibles est qu'elle est faiblement sa- 
turée^, c'est-à-dire qu'elle vérifie les points suivants : 
FS1 Les identités sont des équivalences faibles. 

FS2 Si deux des trois flèches d'un triangle commutatif sont des équivalences faibles, alors la 
troisième en est une. 

FS3 Sii:„4— > B et r : B — > A vérifient ri = l ^ et si ir est une équivalence faible, alors il en 
est de même de r (et donc aussi de i en vertu de ce qui précède). 

En particulier, tout isomorphisme est une équivalence faible. Suivant l'usage, on appellera la 
propriété FS2 propriété « de 2 sur 3 >. On notera W la classe des équivalences faibles qui sont 
des 2-foncteurs stricts et Wi ax la classe des équivalences faibles lax. 

On notera e la 2-catégorie ponctuelle, qui ne possède qu'un seul objet, qu'une seule 1-cellule 
et qu'une seule 2-cellule. On se permettra de la confondre avec la catégorie ponctuelle (bien que 
cette dernière n'ait, à proprement parler, aucune 2-cellule). 

On dira qu'une 2-catégorie A est asphérique^ si le 2-foncteur strict canonique A — > e est une 
équivalence faible. 

Théorème 2.3. (Bullejos-Cegarra) Soit 



A 




C 



1. Elle est même fortement saturée, mais nous n'utiliserons pas cette propriété. 

2. Plutôt que « faiblement contractile >, utilisé dans l'introduction. Nous adoptons donc la terminologie de 
Grothcndieck. 
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un triangle commutatif de 2-foncteurs stricts. Supposons que, pour tout objet c de C, le 2-foncteur 
strict u/^c (resp. c\\u, resp. u// a c, resp. c\\,u) soit une équivalence faible. Alors u est une équivalence 
faible. 

Démonstration. Le cas absolu (c'est-à-dire correspondant à C — B et v = le) est démontré dans 
[4] (voir également JJ, et le cas relatif ci-dessus se montre de façon similaire. □ 

La réalisation topologique du nerf d'une catégorie admettant un objet initial ou un objet final 
est un espace faiblement contractile. La définition 12.41 introduit une notion analogue, du point 
de vue homotopique, à celle d'objet initial ou final, dans le contexte 2-catégoriquc. 

Définition 2.4. Un objet z d'une 2-catégorie A sera dit homotopiquement final si, pour tout 
objet a de A, la catégorie Hom A (a. z) admet un objet final. Il sera dit homotopiquement cofinal 
si c'est un objet homotopiquement final de A co , autrement dit si, pour tout objet a de A, la 
catégorie Hom 4 (a. z) admet un objet initial. Il sera dit homotopiquement initial si c'est un objet 
homotopiquement final de A op , autrement dit si, pour tout objet a de A, la catégorie Hom ^(z, a) 
admet un objet final. Il sera dit homotopiquement co-initial si c'est un objet homotopiquement 
final de A coop , autrement dit si, pour tout objet a de A, la catégorie Hom A (z, a) admet un objet 
initial. 

Exemple 2.5. Si A est une 2-catégorie et a un objet de A, alors A// a a admet un objet homotopi- 
quement final, A) ha un objet homotopiquement cofinal, aW,^ un objet homotopiquement initial 
et a\\^4 un objet homotopiquement co-initial. 

Définition 2.6. Etant donné des 2-foncteurs lax u et v de A vers B, une homotopie élémentaire 
de u vers v est un 2-foncteur lax h : [1] x A — ï B tel que le diagramme|f| 



[1] x A 





soit commutatif. 

Remarque 2.7. Dans ce cas, on pourra dire que u est élémentairement homotope à v, mais l'on 
prendra garde au fait que la relation « être élémentairement homotope à » n'est en règle générale 
ni symétrique, ni transitive. 

Lemme 2.8. S'il existe une homotopie élémentaire d'un 2-foncteur lax u vers un 2-foncteur lax 
v, alors u est une équivalence faible si et seulement si v en est une. 

Démonstration. Notons A la source de u et v. Comme les deux inclusions canoniques ({0}, et 
({1}, de A vers [1] x A sont des équivalences faibles, le résultat découle de deux applications 
consécutives de la propriété « de 2 sur 3 ». □ 

Lemme 2.9. Soit u,v : A —ï B deux 2-foncteurs lax parallèles. S'il existe une transformation 
ou une optransformation de u vers v, alors il existe une homotopie élémentaire de u vers v. 



3. Dans lequel on commet l'abus d'identifier A à, e x A. 
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Démonstration. Une fois l'énoncé dégagé, la démonstration ne présente aucune difficulté. Voir 
[SJ démonstration de la proposition 7.1. (ii)] . Les calculs de cohérence sont détaillés dans [TJ. □ 

Lemme 2.10. Soit A une petite catégorie admettant un objet final *. Pour tout objet a de A, 
on notera p a l'unique morphisme de a vers * dans A. Soit S C Fl(A) vérifiant les propriétés 
suivantes : 

(i) Si u G S et vu G S , alors dgS; 

(ii) Si vu — 1* et uv G S, alors dêS (et donc u € S en vertu de la propriété précédente) . 
Alors, pour tout diagramme commutatif 



Pa 

a > * 




a' 



dans A tel que s 6 S, p a , q et p a > sont aussi dans S. 

Démonstration. De s G S et qp a 'S = qp a = s G S, l'on déduit qp a > G S. Comme de plus p a >q = 1*, 
on a bien le résultat. □ 

Lemme 2.11. Une 2-catégorie admettant un objet homotopiquement final (resp. homotopique- 
ment cofinal, resp. homotopiquement initial, resp. homotopiquement co-initial) est asphérique. 

Démonstration. La réalisation topologique « ne tenant pas compte des orientations >, il suffit 
de vérifier l'une des quatre assertions. Soit donc z un objet d'une 2-catégorie A tel que, pour 
tout objet a de A, la catégorie Hom ^(a. z) admette un objet final, que l'on notera p a . Pour 
toute 1-cellule / : a — » z de A, l'on notera iff l'unique 2-cellule de / vers p a . On définit un 
2-endofoncteur constant (c'est-à-dire se factorisant par la 2-catégorie ponctuelle e) Z de A par 
les formules 

Z : A^f A 

a i— > z 

f^U 
a i y l lz 

On pose alors a a — p a pour tout objet a et 07 = <p Pa ,f pour toute 1-cellule / : a — > a' de A- 
Cela définit une transformation de 1^ vers Z . En vertu du lemme 12.91 il existe une homotopic 
élémentaire de 1^ vers Z . Le lemme [2~8l permet donc d'affirmer que Z est une équivalence faible. 
En vertu du lemme 12.101 le 2-foncteur strict canonique ^4 — 5- e est une équivalence faible. □ 

On rappelle que, bien que cela ne soit pas la définition la plus répandue, un foncteur u : A B 
est un adjoint à gauche (autrement dit, il possède un adjoint à droite) si et seulement si, pour 
tout objet b de B, la catégorie A/b admet un objet final. Les notions définies ci-dessus rendent 
alors la définition 12.121 naturelle. 

Définition 2.12. On dira qu'un 2-foncteur strict u : A — > B est un 2-préadjoint à gauche si, 
pour tout objet b de B, la 2-catégorie Ajj^b admet un objet homotopiquement final. 

On dira qu'un 2-foncteur strict u : A — > B est un 2-précoadjoint à gauche si u co est un 
2-préadjoint à gauche. Cette condition équivaut à la suivante : pour tout objet b de B, la 
2-catégorie A/f^b admet un objet homotopiquement cofinal. 

On dira qu'un 2-foncteur strict u : A — > B est un 2-préadjoint à droite si u op est un 
2-préadjoint à gauche. Cette condition équivaut à la suivante : pour tout objet b de B, la 
2-catégorie 6\V-4 admet un objet homotopiquement initial. 
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On dira qu'un 2-foncteur strict u : A —ï B est un 2-précoadjoint à droite si u coop est un 
2-préadjoint à gauche. Cette condition équivaut à la suivante : pour tout objet b de £>, la 
2-catégorie b\^A admet un objet homotopiquement co-initial. 

Lemme 2.13. Tout 2-préadjoint à gauche (resp. 2-précoadjoint à gauche, resp. 2-préadjoint à 
droite, resp. 2-précoadjoint à droite) est une équivalence faible. 

Démonstration. Cela résulte du théorème l2.3l et du lemme 12.111 □ 

Définition 2.14. Soient u : A — > B un 2-foncteur strict et b un objet de B. On appelle fibre 
de u au-dessus de b la 2-catégorie, que l'on notera A%, dont les objets sont les objets a de A 
tels que u(a) = b, dont les 1-cellules de a vers a' sont les 1-cellules f de a vers a' dans A telles 
que u(f) — lb, et dont les 2-cellules de / vers /' sont les 2-cellules a de f vers /' telles que 
u(a) = l\ b , les diverses compositions et unités étant héritées de celles de A de façon évidente. 

Lemme 2.15. Pour tout 2-foncteur strict u : A — > B et tout objet b de B, la 2-catégorie 
(A op )f P (resp. (A co )f°, resp. (A coop )f """j s'identifie canoniquement à (A%)° p (resp. (^) co , 
resp. (At) coop ). 

On rappelle (voir par exemple |21[ 1.1. 15]) qu'un foncteur u : A —ï B est une préfibration si 
et seulement si, pour tout objet b de B, le foncteur canonique Ab — ¥ b\A est un adjoint à gauche 
(autrement dit, il admet un adjoint à droite). Nous sommes donc naturellement amenés, par 
analogie, à poser la définition 12.161 

Définition 2.16. On dira qu'un 2-foncteur strict u : A — > B est une 2- préfibration si, pour tout 
objet b de B, le 2-foncteur strict canonique 

Jb-.Al^ b\^A 
a h4 (a, l b ) 

/->(/, lu) 
a M> a 

est un 2-précoadjoint à gauche. 

On dira qu'un 2-foncteur strict u : A — > B est une 2-préopfibration si u op est une 2-préfibration, 
autrement dit si, pour tout objet b de B, le morphisme canonique A^ — > A//„b est un 2-préco- 
adjoint à droite. 

On dira qu'un 2-foncteur strict u : A —> B est une 2-précofibration si u co est une 2-préfibration, 
autrement dit si, pour tout objet b de B, le morphisme canonique A% — > b\\ u A est un 2-préadjoint 
à gauche. 

On dira qu'un 2-foncteur strict u : A —ï B est une 2-précoopfibration si u coop est une 
2-préfibration, autrement dit si, pour tout objet b de B, le morphisme canonique A^ — > Ajj^b 
est un 2-préadjoint à droite. 

Exemple 2.17. Des calculs quelque peu pénibles mais sans difficulté permettent de vérifier que 
toute projection est une 2-préfibration (et donc également une 2-préopfibration, une 2-préco- 
fibration et une 2-précoopfibration). 

Lemme 2.18. Toute 2-préfibration (resp. 2-préopfibration, resp. 2-précofibration, resp. 2-préco- 
opfibration) à fibres asphériques est une équivalence faible. 

Démonstration. Cela résulte du lemme 12.131 et du théorème 12.31 □ 
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3 Intégration des 2-foncteurs 

À tout 2-foncteur strict F : A — > 2Cat , on associe une 2-catégorie J F comme suit. 

Les objets de J F sont les couples (a, x), avec a objet de A et x objet de la 2-catégorie F(a). 

Les 1-cellules de (a,x) vers (a',x') dans J F sont les couples 

(f:a^a',r:F(f)(x)^x') 

dans lesquels / est une 1-cellule dans A et r une 1-cellule dans F (a'). 

Les 2-cellules de (/ : a -> a',r : F(f)(x) -> x') vers (5 : a a', s : F(g)(x) -> a;') dans / F 
sont les couples 

(7 : / => 3,¥> : ^ s(^(7))x) 

dans lesquels 7 est une 2-cellule dans *4 et <^ une 2-cellule dans F (a'). 
L'identité d'un objet est donnée par la formule 

La composée des 1-cellules est donnée par la formule 

(f',r')(f,r) = (f'f,r'F(f)(r)) 
L'identité d'une 1-cellule est donnée par la formule 

1 (/>) = C 1 /) !r) 

La composée verticale des 2-cellules est donnée par la formule 

(ô,^)( 1 ,i P ) = (ô 1 ,^o(F( 7 )) x ) i p) 
La composée horizontale des 2-cellules est donnée par la formule 

(y, <p') o ( 7 ,^) = (y o 7 y o n/')M) 

On vérifie sans difficulté que cela définit bien une 2-catégorie. 
Sous les mêmes hypothèses, l'application évidente 

F^A 

(a, x) M> a 

(7,<p) 1 ^ 7 

définit un 2-foncteur strict Pp : J F ^ A. 

Proposition 3.1. Pour toute 2-catégorie A et tout 2-foncteur strict F : A — >• 2Cat , la projection 
associée à l'intégrale de F 

P F : f F^A 

est une précoopfibration. 
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Démonstration. Soit a un objet de A. Décrivons les objets, 1-cellules et 2-cellules de la 2-catégorie 
J F//f F a. (On laisse au lecteur le soin d'expliciter les détails si besoin est.) 
Les objets en sont les ((a',x'),p : a' — > a). 

Les 1-cellules de ((a',x'),p : a' — ï a) vers ((a",x"),p' : a" — > a) sont les ((/ : a' — > a" 7 r : 
F(f)(x')^x"),a:p^p'f). 

Les 2-cellules de ((/ : a' ->■ a" ,r : F(f)(x') ->■ x"),o : p p'f) vers ((g : a' -> a", s : 
F{g)(x') — > x"),a' : p => p' g) sont les (7 : / => g, <p : r => s(.F(7)) x ') tels que {p' o -f)cr = a'. 

Considérons le 2-foncteur strict 

J a :(J f{ F h- j F/lf-a 

(a,x) 1 ^ ((a, a;), l a ) 
(l„,r)^((l ,r),li ) 
^ (li.,^) 

Soit ((a',x'),p : a' — > a) un objet de J F //f F a. Ainsi, a, a', x' et p sont désormais fixés. 

Décrivons les objets, 1-cellules et 2-cellules de la 2-catégorie ((a' ,x'),p)\? a (f F)^ F . (Comme 
ci-dessus, on laisse au lecteur le soin d'expliciter les détails si besoin est.) 

Les objets en sont les ((a, x), ((q : a' — > a, r : F(q)(x') — > x), a : p => q)). 

Les 1-cellules de ((a,x),((q : a' — > a, r : F(q)(x') — > x),a : p => q)) vers ((a,x"),((q' : a' — > 
a,r' : F(q')(x') -> x"),a' : p => q')) sont les (s : x -> x", (7 : q =>• q' , (p : sr =>• r'(F(7)) x /)) tels 
que 7cr = a' . 

Les 2-cellules de (s : x — > x", (7 : q ^ q' , p : sr ^ r' (F(j)) x i)) (vérifiant 70- = o 7 ) vers 
(i : x — > x", (fi : q => g',^ : tr => r'(F(fi)) x >)) (vérifiant fia = a') correspondent aux 2-cellules 
r : s => t telles que \i = 7 et ip(r o r) = p. (L'égalité 7 = /x est donc une condition nécessaire à 
l'existence d'une telle 2-cellule.) 

Dans la 2-catégorie ((a', x'),p)\\J a (f F )^ F , on distingue l'objet ((a, F(p)(x'))((p, 1f( p )(x'))> !p))- 
Soit ((a, a"), ((<?' : a' ->• a,r' : F{<f){af) -S- x"),cr' : p =► g')) un objet quelconque de ((a', x'),p) W a (J ^)f F - 
On distingue la 1-cellule (r'(F(a')) x >, (o-', ^r'(F(a')) x ,)) de ((a, F(p)(x')), ((p, 1 

F(p)(x'))> lp)) vers 

((a, x"), ((q', r'), o 7 )). En effet, la condition à vérifier n'est autre que u'\ p — o 7 , qui est triviale- 
ment vérifiée. 

Soit (s : F(p)(x') — > x" , (7 : p q',ip : s => r'(.F(o" / )) x /)) une 1-cellule quelconque de 
((a, F(p)(x')), ((p, 1 F(p)(x'))) lp)) vers (( a ) x ")i ((s'j r ')i a '))- On a donc en particulier 7 = a' . Les 
2-cellules de (s, (7, <p)) vers (/(i^o 7 ))^ , (a', l r '(F(<r')) * )) son t l es 2-cellules r : s r'(F(a')) x i 
telles que 7 = a 7 (égalité déjà vérifiée par hypothèse) et l r <(FO')) , ( TO 1f(p)(x')) = V 5 : c'est-à-dire 
r = tp. U est clair que ces conditions impliquent l'existence et l'unicité d'une telle 2-cellule, à 
savoir ip. 

Ainsi, la 2-catégorie ((a', x'),p)\f a (J F)^ F admet un objet homotopiquement initial. Par 
définition, le résultat suit. □ 

Étant donné deux 2-fonctcurs stricts u et v d'une 2-catégorie A vers 2Cat et une transfor- 
mation stricte a de u vers v, on obtient un 2-foncteur strict J a : J u — > J v en posant : 



(a,x) i-> (a,a a (x)) 
(f,r)^(f,a a ,(r)) 

(l,<P) ^ (7,Cra'(<^)) 
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Remarque 3.2. Soit A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat , et a une 
transformation stricte de u vers u. Alors, le diagramme de 2-foncteurs stricts 

r $ a r 
J u >J V 

A 

dans lequel les flèches diagonales orientées vers le bas désignent les projections canoniques, est 
commutatif. On a donc notamment, pour tout objet a de A-, un 2-foncteur strict 

( J a)/ha : ( j u)//^a -> ( j v)//^a 

La vérification des lemmes |3~31 et IIT41 immédiate, ne présente aucune difficulté. 

Lemme 3.3. Soient A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat , a une 
transformation stricte de u vers v et a un objet de A. Il existe alors un diagramme commutatif 
de 2-foncteurs stricts 

u(a) — > v(a) 



v J ' a {j a) 

dont les flèches verticales sont des isomorphismes. 

Lemme 3.4. Soient A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A ver s_2C at , et a une 
transformation stricte de u vers v. Alors, pour tout objet a de A, le diagramme^ de 2-foncteurs 
stricts 

U U )a >(fv) a 

Ja 

(fu)//r«a ) (/«)//, F »a 
(J °)lk°- 

est commutatif. 

Lemme 3.5. Soient A une 2-catégorie, u et v des 2-foncteurs stricts de A vers 2Cat , et a une 
transformation stricte de u vers v. Supposons que, pour tout objet a de A, le 2-foncteur strict 
a a : u(a) —> v(a) soit une équivalence faible. Alors, le 2-foncteur strict J a : J u — » J v est une 
équivalence faible. 

Démonstration. Comme P u et P v sont des précoopfibrations (proposition [3TTJ), les flèches verti- 
cales du diagramme ci-dessus sont des 2-préadjoints à droite (par définition), donc des équivalences 
faibles (lemme [2. 131) . En vertu des lemmes I3~3l et 1 3 . 4l et de la saturation faible de W, les hypothèses 
impliquent donc que le 2-foncteur strict (J cr)//ia est une équivalence faible pour tout objet a de 
A, d'où le résultat en vertu du théorème 12.31 □ 

4. Dans lequel on a commis l'abus de noter de la même façon les deux flèches verticales et dans lequel (f a) a 
désigne le 2-foncteur strict induit entre les fibres. 




Ja 



13 



Soit u : A — > B un 2-foncteur lax. On lui associe un 2-foncteur strict T u : B — » 2Cat comme 
suit. 

Pour tout objet b de on pose T u (b) = Af/fb. 

Soit / : b — > b' une 1-cellule de B. On définit le 2-foncteur strict T u (f) par 

(a,p : w(a) — > 6) h- > (a, /p : w(a) — >• 6 — > fe') 
(3 : a -» a', a : p => p'w(.9)) H- (.g : a -> a' , / o a : fp fp'u(g)) 

Soit / et /' deux 1-cellules de 6 vers 6' et 7 : / =>■ /' une 2-cellule dans S. On définit une 
transformation stricte T u (j) : T v (f) T u {f ) en posant 

(î 1 "(7))( a , p ) = (la,7°P°«a) 

Les diverses conditions de cohérence se vérifient sans difficulté. 
Soit 



C 

un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs stricts et a est une optransformation. 
Ces données nous fournissent notamment, par le procédé décrit ci-dessus, des 2-foncteurs stricts 
T w et T v de C vers 2 Cerf . On définit une transformation stricte T a :T W =ï T v en posant 

(T a )c = u//?c 

pour tout objet c de C. Ici encore, la vérification des conditions de cohérence, bien que fastidieuse, 
ne présente guère de difficulté. 

Soit w : A — > C un 2-foncteur strict. En vertu des résultats généraux déjà dégagés sur 
l'intégration, la projection canonique^! Pc ■ J T w — > C est une 2-précoopfibration. On se propose 
d'expliciter la structure de J T w et de vérifier qu'il existe également une projection canonique 
sur A, que l'on notera Qa ■ J T w —> A, qui est une 2-préfibration. Autrement dit, J T w est non 
seulement une 2-catégorie précoophbrée sur C, mais c'est également une 2-catégorie préfibrée 
sur A. Au cours des descriptions suivantes, on omet quelques détails que le lecteur rétablira de 
lui-même s'il le souhaite. 

Les objets de / T w sont de la forme (c, (a,p : w(a) — > c)). 

Les 1-cellules de (c, (a,pj) vers (c', {a 1 ,p')) sont de la forme [k : c — > c' , (/ : a — > a', 7 : kp =$> 
P'w(f))). 

Les 2-cellules de (k : c — >■ c', (/ : a — > a', 7 : kp =$> p'w(f jj) vers (l : c — > c' , (g : a — > a', S : 
Ip => p'w(g))) sont de la forme (e : k => l, ip : f =>■ g) et tels que (p 1 o w(tp))j — ô(e op). 
L'identité de l'objet (c, (a,p)) est donnée par (l c , (1 , l p )). 

Étant donné deux 1-cellules (k', (/', 7')) et (k, (/, 7)) telles que la composée (k' , (/', 7'))(fe, (/, 7)) 
fasse sens, cette dernière est donnée par la formule 

(*', (f'n'm, (/, 7 )) = (k'kj'f, (y o w(f)){k' o 7)) 

L'identité de la 1-cellule (k, (/, 7)) est donnée par l(fc,(/, 7 )) = (lfe, 1/)- 

5. Que nous n'appelons pas P T u, par commodité. 
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Étant donné deux 2-cellules (A, f/0 et (e, <p) telles que la composée verticale (\ } ip)(e 7 p) fasse 
sens, cette dernière est donnée par la formule 

(A, ip)(e, ip) = {\e,ip<p) 

Étant donné deux 2-ccllules (e, ip) et (e', ip') telles que la composée horizontale (e', <p') o (e, ip) 
fasse sens, cette dernière est donnée par la formule 

(e',ip')o(e,<p) = (e' oe,ip' o<p) 

Cela termine la description de la 2-catégorie J T w . On définit un 2-foncteur strict Qa : 
JT W -+A par 



Q A : JT W ^A 

(c, (a,p)) i y a 

(M/,7))->/ 
(e,ip) i y p 

Lemme 3.6. Le 2-foncteur strict Qa : J T w — > „4 dé/mi ci-dessus est une 2-préfibration. 

Démonstration. Soit a un objet de A. Décrivons partiellement la structure de la 2-catégorie 
a\\Q-jT-: 

Ses objets sont les (c', (a',p' : vu {a') — > c'),ç' : a — > a'). 

Les 1-cellules de (c', (a',p' : to(a') — ► c'),ç' : a — > a') vers (c", (a",p" : w(a") — > c"),q" : a — > 
a") sont les (jfe : c' -S- c", (/ : a' a", j : kp' ^ p"w(f)), r : /g 7 => q"). 

Les 2-cellules de (k : d -> c", (/ : a' a", 7 : fcp' =>■ p"w(f)),T : fq' g") vers (/ : c' -> 
c", (g : a' — > a", S : lp' => p"w(g)),Tr : gq' => q") sont les (e : fc Z, : / => g) tels que 

(p" o w(p))j — ô(e o p') 

et 

7r(<£ o q') = t 

Les considérations générales déjà développées permettent de considérer le 2-foncteur strict 
canonique 

Q. 



Fixons un objet (c', (a',p' : ui(a') — > c'),q' : a — > a') de a\$ A f T w . Ainsi, désormais, a, a', 
c', p' : w(a') — > c' et : a — > a' sont fixés. Décrivons partiellement la structure de la 2-catégorie 
(jT^//^(c',(a',p'),q'). 

Ses objets sont les 

((c, (a,p : w(a) -> c)), (fc : c -> c, (/ : a -> a, 7 : kp =ï p'w(f)),T : f q)) 

Les 1-cellules de ((c, (a,p : w(a) — >• c)), (fc : c — > c', (/ : a — > a', 7 : kp => p'w(f)),T : f =>• q')) 
vers ((c", (a,p" : io(a) -> c")), (l : c" -> c', (5 : a -> a',<5 : Zp" => p'w(g)),n : g => q')) sont les 

((r : c -S- c", (l a , /x : rp =► p")), (e : k ^ lr,<p : f ^ g)) 

tels que 

(p' o w((p))j — 6(1 o /x)(e op) 
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et 

TTifi = T 

Les 2-cellules de ((r : c — » c",(l ,/i : rp =>■ p")),(e : k => lr,tp : f => g)) (vérifiant (p' o 
ui(y;))7 = (5 (Z o /z)(e op) et irip = t) vers ((s : c — > c", (l a , v : sp => p")), (i] ■ k ls, -0 : / =>■ #)) 
(vérifiant (p' o w(tp))j = ô(l o v)(j] o p) et 7r^> = t) sont les 

(p : r => s) 

telles que 

U{p Op) = fi 

(lop)e = r\ 

et 

<P = i> 

L'égalité ip = ip est donc une condition nécessaire à l'existence d'une telle 2-cellule. 
Dans cette 2-catégorie (/ T W )® A ///"(c' ', (a',p'),q'), on distingue l'objet 

((c', (a,p'u;(g'))), (le, (</, V)) 

Soit ((c, (a,p : w(a) c)),(fc : c c', (/ : a -> a', 7 : fcp p'w{f)),T : / g')) = 
((c, (a,p)), (fc, (/,7),r)) un objet quelconque de (/ T w f a A //^ (c', (a'.j/),^). Alors, 

((fc : c -> c', (l a , (p' o W (r)) 7 )), (l fc , r)) - ((fc, (l a , (p' o W (r)) 7 )), (l fc , r)) 

définit une 1-cellule de ((c, (a,p)), (k, (f, 7), r)) vers ((c', (a,p'w(g'))), (V, (<?', V»^)), V))- En 
effet, les relations à vérifier s'écrivent 

(p' ow(t))j = lp> w ( ql) (l c > o [(p' ow(r)) 7 ])(l fe op) 

soit 

(p' o w(t)) 7 = (p o w(t)) 7 

qui constitue une tautologie, et 

lq'T = T 

qui constitue une trivialité. 
Soit alors 

((s : c -> c', (1 B , 1/ : spp'w(ç'))),(rç : k ^ s,ip : f ^ q')) = {(s, (l ot 1/)), (r?, V)) 

une 1-cellule quelconque de ((c, (a,p)), (fc, (/, 7), t)) vers ((c', (a,p'u>(g'))), (1 C ', (<?', V«,(,')), V))- 
On a donc en particulier 

(p o to(^))7 = l p > w ( q >){l c > o op) 

soit 

(p' o w(tp))j = v(î] o p) 

et 

lg'V' = T 

c'est-à-dire 

ift = T 
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Les 2-cellules de ((k, (l a , (p'ow(r))j)), (1&, r)) vers ((s, (l a , v)), (n 7 V>)) correspondent aux 2-cellules 
w : /c => s dans C telles que 

z/(o; op) = (j/ o w(t))j 

(l c > o = Tj 

et 

T = "0 

La deuxième égalité se récrit trivialement w = ry, ce qui force l'existence d'au plus une seule telle 
2-cellule (à savoir n). La troisième égalité est vérifiée par hypothèse. La première égalité devient 
alors 

v(r\ o p) = (p o w(r))"f 
= (p' o w(ip))"f 

égalité vérifiée par hypothèse. On a donc existence et unicité d'une telle 2-cellule, puisque le 
choix u) = rj convient. La 2-catégorie (J T W )^ A //^(c' , {a 1 ,p'),q') admet donc un objet homoto- 
piquement cofinal. Par définition, le 2-foncteur strict Qa '■ j T w A est une 2-préfibration, ce 
qu'il fallait vérifier. □ 

Remarque 3.7. Dans [7], on montre le lemme [3~51 par un argument de dualité. Cela nécessite 
toutefois le développement quelque peu fastidieux de notions duales à celle de l'intégration, ce 
que nous avons estimé préférable d'épargner au lecteur. 

Lemme 3.8. Pour tout objet a de A, la fibre (J T W )® A est canoniquement isomorphe à w(a)\\ ) C. 
Démonstration. C'est immédiat. □ 
Corollaire 3.9. Le 2-foncteur strict Qa est une équivalence faible. 

Démonstration. En vertu du lemme 13.81 de l'exemple 12.51 et du lemme 12.111 les fibres de Qa 
sont asphériques. Le 2-foncteur strict Qa est donc une préfibration (proposition I3.6[) à fibres 
asphériques, donc une équivalence faible flemme [2.181) . □ 



4 Le cas strict 

Théorème 4.1. Soit 



A >B 



C 

un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs stricts et a est une transformation 
stricte. Si, pour tout objet c de C, le 2-foncteur strict uf/fc : A// t w c — > B/f^c est une équivalence 
faible, alors u est une équivalence faible. 

Démonstration. On vérifie sans difficulté la commutativité du diagramme de 2-foncteurs stricts 



JT 1 ' 



A- 



Qb 

— > B 
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En vertu des hypothèses et du lemme 13.51 le 2-foncteur strict J T a est une équivalence faible. 
Comme Qa et Qb sont des équivalences faibles en vertu du lemme |3"UI la saturation faible de W 
permet de conclure. □ 



5 L'adjonction de Bénabou 

Cette section a pour objet l'étude des premières propriétés homotopiques d'un adjoint à 
gauche de l'inclusion 2Cat <-» 2Cati ax . La découverte de cette adjonction, dans le cadre plus 
général des bicatégories, revient à Bénabou [2], qui semble malheureusement n'avoir rien publié 
à ce sujet. Le cas particulier de cette construction appliquée aux 2-catégories est abordé dans 
par Gray dans [TTJ I, 4. 23, p. 9]. Bien qu'il s'agisse d'une notion « folklorique >, sa description 
concrète semble assez méconnue. Un traitement algébrique détaillé de cette construction prendra 
place dans [7J. Nous la présentons brièvement — et quelque peu « grossièrement » — ici pour 
les besoins du présent travail. 

Définition 5.1. Etant donné une 2-catégorie A, on note A la 2-catégorie définie comme suit. 
Ses objets sont les objets de A. Étant donné deux objets a et a', les 1-cellules de a vers a' sont 
les ([m], xi,o : —> xi, ■ ■ ■ , Xm,m-i ■ %m-i ~^ x m) avec m > un entier et x^i-i une 1-cellule de 
A pour tout entier 1 i <Ç m. Étant donne ([tti], ^1.07 • ■ • ? %m.m— 1 

) et ([n], 2/1,0, • ■ • ,y n ,n-i) deux 

1-cellules parallèles de a vers a', les 2-cellules de la première vers la seconde sont données par les 
n + 1-uplets (</?, ai, ... , a n ) avec (p une application croissante de [n] vers [m] telle que ip(0) = 0, 
tp(n) — met x ipi — j/j pour tout objet i de [n], et une 2-cellule de x v u\ v u\_i . . . x v u_x)+i >tp u_i} 
vers yi.i-i dans A, pour tout objet i de [n]. Les diverses unités et compositions sont définies de 
façon « évidente >. 

Pour tout 2-foncteur lax u : A — > B, on définit un 2-foncteur strict û : A — > B de la façon sui- 
vante. Pour tout objet a de A, on pose û(a) = u(a). Pour toute 1-cellule ([m],xi,o, ■ • ■ , x m , m -i) 
de A, on pose ïï([m], ^i,o> • • • 5 x m , m -i) = ([ m )i u (^i,o), • ■ • , u{%m,m-i))- Pour toute 2-cellule 
((p, ai, . . . , a n ) de ([m],xi, , . . . ,x m , m _i) vers ([n], 3/1,0, ■ ■ ■ ,2/n.n-i) comme ci-dessus, on pose 

û(ip, ai, ... , a n ) = (u(a n ) o • • • o u(a 1 ))(u Xm m _ u ..., X(p(m l)+1 ^ m l) o • • • o Ux tp(1)il?(1) _ 1 ,...,x 1 , ) 

Remarque 5.2. En vertu de la loi d'échange, en conservant les mêmes notations, la 2-cellule 
u(ip, ai, ... , a n ) est égale à 

("K)^»,».-! ^(»,-i)+i,»,(»-i)) • • • W«i)\ (1 ),» ( i)-i,.a,) 

En utilisant la « condition de cocycle généralisée », on vérifie alors la fonctorialité de la 
construction ci-dessus. Autrement dit : 

Proposition 5.3. L'assignation A 1— > A, u^u définit un joncteur de 2Cati ax vers 2Cat. 

Du fait du caractère quelque peu disgracieux de la notation « ? », on notera B : 2Cati ax — > 
2Cat le foncteur défini par la proposition 15.31 On se propose maintenant de vérifier qu'il s'agit 
d'un adjoint à gauche de l'inclusion canonique 2Cat 2Cati ax - 

Définition 5.4. Pour toute 2-catégorie A, on note 77^ : A — > A le 2-foncteur lax défini comme 
suit. Pour tout objet a de A, on pose 

n A (a) = a 

Pour toute 1-cellule / de A, on pose 

VA(f) = ([l],f) 
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Pour toute 2-cellule a de A, on pose 

r) A (a) = (1 [!],«) 

Pour tout objet a de A, on pose 

(ru)a = ([l]^[0],lij 
Pour tout couple (/, /') de 1-cellules de A telles que la composée /'/ fasse sens, on pose 

(»M)/',/ = ([!]"> [2],!/'/) 
On laisse au lecteur le soin de vérifier que cela définit bien un 2-foncteur lax. 

Définition 5.5. Pour toutes-catégorie A, on note e A '■ A — ï A le 2-foncteur strict défini comme 
suit. Pour tout objet a de A, on pose 

e A (a) = a 

Pour toute 1-cellule ([m],xi.o, • ■ • ,x m . m -i) de A, on pose 

e^.([m],xi i0 , ■ ■ • , a; m ,m-i) = £m,m-i ■ • -%i,o 
Pour toute 2-cellule (95, ai, . . . , a„) de „4 comme ci-dessus, on pose 

M.(V)û!l) • • • : a «) = a " ' " ' a i 

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cela définit bien un 2-foncteur strict. Les lemmes 
15.61 et [5771 se vérifient sans difficulté. 

Lemme 5.6. Pour tout 2-foncteur lax u : A — » B, le diagramme dans 2Cati ax 

Â^-^B 




est commutatif. 

Lemme 5.7. Pour tout 2-foncteur strict u : A — > B, le diagramme dans 2Cat 

Â^-^B 



A >B 



est commutatif. 

Si l'on note / : 2Cati ax <—i 2Cat l'inclusion canonique, les considérations précédentes nous 
permettent donc de définir des transformations naturelles rj : \icat la3S IB et e : BI =>■ \%cat 
dont la composante en A est r\ A et e A respectivement. 

Proposition 5.8. Le fondeur B : 2Cati ax — > 2Cat est un adjoint à gauche de l'inclusion 
I : 2Cat — > 2Cati ax , les transformations naturelles n et e constituant respectivement l'unité et la 
co-unité de l'adjonction {B,I). 
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Démonstration. Les identités triangulaires se vérifient sans difficulté. □ 

Lemme 5.9. Pour toute 2-catégorie A, pour tout objet a de A, la 2-catégorie A//g A a admet un 
objet homotopiquement final. 

Démonstration. Cela résulte de calculs ne présentant aucune difficulté. On présentera plus loin 
(lemme 15.171) les détails de calcul du « cas relatif » plus général. □ 

Proposition 5.10. Pour toute 2-catégorie A, le 2-foncteur strict e_4 : A — > A est une équivalence 
faible. 

Démonstration. Pour tout objet a de A, la 2-catégorie A//g A a admet un objet homotopiquement 
final flemme f5.9[) . donc est asphérique flemme f2.11l) . Le résultat s'en déduit en vertu du théorème 
I2~3l □ 



Proposition 5.11. Pour toute 2-catégorie A, le 2-foncteur lax ï]a : A —ï A est une équivalence 
faible. 

Démonstration. C'est une section de c_a, qui est une équivalence faible en vertu de la proposition 
OD1 " □ 

Définition 5.12. Pour tout 2-foncteur lax u : A — > B, on pose û — e^ît. 

Remarque 5.13. En vertu de la théorie classique des adjonctions, étant donné un 2-foncteur lax 
u : A — > B,û est l'unique 2-foncteur strict de A vers B rendant le diagramme 

Â 

VA 

commutatif. 

Proposition 5.14. Un 2-foncteur lax u : A — > B est une équivalence faible si et seulement si ù 
en est une, ce qui est le cas si et seulement si û en est une. 

Démonstration. Il suffit de considérer le diagramme commutatif 

Â^-^B 




et d'invoquer la proposition 15 . 101 pour conclure à la première équivalence. La seconde résulte de 
l'égalité û — egM (définition 15. 12[) et de la proposition [5301 d 

Le théorème 15. 151 ne sera pas utilisé avant la section [7J 

Théorème 5.15. Les catégories localisées yV~ 1 2Cat et Wi ax ~ 1 '2Cati ax sont équivalentes. 

Démonstration. C'est une conséquence du fait que les composantes des transformations naturelles 
77 et e sont dans Wi ax et W respectivement. □ 
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Lemme 5.16. Pour tout 2-foncteur lax u : A — » B, le diagramme 

Â 



est commutatif à une transformation u => ut a près. 
Démonstration. On pose 

0~ a = l«(o) 

pour tout objet a de A et 

<T ([m],Xi,o,...,X m ,m-l) = u x m<m - 1 , . . .,xi,o 

pour tout morphisme {[m],xifl, ■ ■ ■ , x m , m -i) dans A. Il résulte des axiomes des 2-foncteurs lax 
que cela définit bien une transformation a : û =>■ we.4. □ 

Lemme 5.17. Soient u : A — >■ B un 2-foncteur lax, b un objet de B et ej^/f^b : A// t u b — ¥ A//"b 
le 2-foncteur strict induit par le diagramme 



A 




qui commute à une transformation a : u => ue^ près explicitée au cours de la démonstration du 
lemme V5.1b\ Alors, pour tout objet (a,p) de Ajj^b, la 2-catégorie 

(À//m//o A//rb (a, P ) 

admet un objet homotopiquement final. 

Démonstration. Décrivons partiellement la structure de la 2-catégorie (A/f^b)//^ b (a,p) : 
Les objets en sont les quadruplets (a',p',f,a), où a 1 est un objet de A, p' : u(a') — > b une 

1-cellule de C, f : a — > a' une 1-cellule de A, et a : p' => p o u(f) une 2-cellule de C. 

Les 1-cellules de (a',p', /, a) vers (a",p", /', a') sont données par les ([m], xi,o, ■ • ■ , ^m.m-ii /3, 7), 

avec £0 = o! et x m = a" , /3 : p' => p" u(x m>m -{) . . . u(x\$) une 2-cellule de C et 7 : f'x m _ m -i ■ ■ ■ x%fl 

une 2-cellule dans A, quadruplets satisfaisant l'égalité 

[po (u(j)uf, ,( x ))][a' o u(£m,m-i o ■■■ o Xi,o)][p" o = « 

(On a par commodité noté Ufii x ) la 2-cellule structurale de u de source u(f')u(x m ^ n -i ■ ■ ■ £1,0) et 
de but u{f Xm^a-i ■ ■ ■ %i,o) et U( x ) la 2-cellule structurale associée au m-uplet (xi t o, . . . , 2; m , m _i).) 

Si ([m], (xi,i_i)i<i< m) ^,7) et ([n], (j/i,i-i)i<i< n) f, r) sont deux 1-cellules de (a',p',f,a) vers 
(a",p", /', a'), les 2-cellules de ([m], (x M _i)i<i< m , ,8,7) vers ([n], (2/i,i-i)i<i< n , cr, r) sont données 
par les (n + l)-uplets (</?, p\, . . . , où y : [n] — > [m] est un morphisme dans la catégorie des 
intervalles — c'est-à-dire une application croissante envoyant sur et n sur m — et où, pour tout 
i S {1, . . . , n}, pi est une 2-cellule de x^^^-i o • • • o x^i^+x^^x) vers y^i-i, (n + l)-uplets 
satisfaisant les égalités 

(P" [(u(Pn) o ' ' ' "(Pl))(«(x vCn _ 1) -^-^x m ) • ' • "(zo-*-- *<VCi)))])£ = CT 
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et 

T(f o p n o ■ ■ ■ o Pl ) =7 

Dans cette 2-catégorie (A//"b)//o A ^ 1 b (a,p) se distingue l'objet (a,p,l a ,p o u a ). 

Soit (a",p" : u{a") -»• b, f : a" a,a' : p" => p o u(f')) un objet de (À//^b)//o A// '"\a,p). Le 
quadruplet ([f ], /', a', f /') définit alors une 1-cellule de (a" ,p" , f ,a') vers (a,p, l a ,p o u a ). En 
effet, la condition de commutativité à vérifier se simplifie ici en l'égalité 

(P° ["la,/' K ° «(/'))])"' = 
L'axiomatique des 2-foncteurs lax assure l'égalité 

«l.,/'(«aO «(/')) = !«(/') 

et donc l'égalité désirée. 

Supposons donné une f-ccllulc 

([m], (zi.i-Oi^m, /3 :p"^>po u(a; m , m _i) o • • • o ufœ^o), 7 : la ° œ m , m _i o • • • o a; 1>0 /') 

de (a",p",f',a') vers (o,p,l a ,poM ) dans {A// l u b)//o A ^ 1 b (a,p). La définition des f-cellules de 
cette catégorie assure l'égalité 

(P ° «(7))(P° u i a ,(x)){P° u a ° w(£m,m-i o • • • o xi fi ))(pou( x ))p = a' 

qui se récrit 

(P o [u(l)ui a ,(x){u a ° u(x m , m -i o • • • o x lfi ))u( x) ])l3 = a' 
En vertu de l'axiomatique des 2-foncteurs lax, la composée 

O • • • O Xlfi)) 

est une identité. Ainsi, l'égalité 

(po [u{"f)u {x) ])l3 = a 

fait partie des hypothèses. 

Une 2-cellule de ([m], {xi + i ti )i<i< m , P, 7) vers ([1], /', a', 1//) dans (Â//^b)//o a//i b (a,p) cor- 
respond à un couple (<p,p), où </? : [1] — » [m] est un morphisme d'intervalles, c'est-à-dire une 
application croissante envoyant sur et f sur m, et p une 2-cellule de x m ^ m -\ o • • • o xi,o vers 
/' dans .4,, telles que 

{po [u{p)u [x) ])P = a' 

et 

l/'(lo°p) =7 

La seconde égalité force p = 7 et, par hypothèse, la première égalité est vérifiée si l'on fait p = 7. 
Par conséquent, l'objet (a,p,l a ,p o u a ) de (A/f^b) //o A ^' b (a,p) jouit de la propriété que, pour 
tout objet (a",p",f',a') de (À//^b)//o A//l " b {a,p), la catégorie 

Hom ( j // ^ b)/ ^ A // l 'o {a p) (( a ">-P"> a ')i ( a ,:P, lo,P ° Ua)) 

admet ([1], /', a', l/<) comme objet final. Autrement dit, la 2-catégorie (A//"b)//o A ^' b (a 1 p) ad- 
met un objet homotopiquement final, ce qu'il fallait vérifier. □ 
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Lemme 5.18. Soient u : A —s- B un 2-foncteur lax et b un objet de B. Alors, le 2-foncteur strict 
zaIIi '■ •A./li'b — » A/li'b (voir l'énoncé du lemme \5.17ty est une équivalence faible. 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme 15.171 □ 

Lemme 5.19. Soient u : A — > B un 2-foncteur lax et b un objet de B. Alors, le 2-foncteur lax 
Va/Zi^ '■ A —ï A induit par le diagramme commutatif 



A 




est une équivalence faible. 

Démonstration. C'est une section du 2-foncteur strict e^f/fb, qui est une équivalence faible 
(lemme [5TT5]) . □ 

Remarque 5.20. Les lemmes 15.181 et 15.191 généralisent les lemmes 15.101 et 15. 1 11 sans que leur 
démonstration en dépende. On aurait donc pu s'abstenir d'énoncer ces cas particuliers. Les 
calculs s'avérant toutefois sensiblement plus pénibles dans le cas général, il nous paraissait plus 
naturel, et surtout plus pédagogique, de procéder ainsi. 



6 Le cas général 

Lemme 6.1. Soit u : A — ?> B et v : B — > C deux 2-foncteurs lax. Alors, vu = vu. 

Démonstration. En vertu de la remarque 15.131 comme vu est un 2-foncteur strict, cela résulte 
de la suite d'égalités vwqj^ = v-qjgu = vu. □ 

Soit u et v deux 2-foncteurs lax de A vers B, et a une transformation (resp. une optransfor- 
mation) de u vers v. Ces données permettent de définir une transformation (resp. une optrans- 
formation) cf de û~ vers v, comme suit. 

Pour tout objet a de A, on pose cr a = o~ a et 57[o],a) = lcr a . 

Pour toute 1-cellule ([m], (x miTn -i, . . . ,£1,0)) = ([™], (%)) de a vers a' dans A avec m > 1, 
l'on définit une 2-cellule cm m w x s) comme suit. Si m = 1, l'on pose &[[m],(x)) — &([i\,xi ) = a xi,a- 
Si m > 2, l'on pose 

V([mUx)) = ((«(^m.m-l) • ■ • «(^2,l)) °'xi, )(ô ; ([m-l],(x m , m _i,...,X2,i)) u ( x l,o)) 

si o~ est une transformation, et 

V^mUx)) = (<rx m ,m-i (u(Xm-l,m-2) ■ ■ ■ u(xifl))) ° (u(a! m ,m-l) ^ ([m-l],(x m -i , m _ 2 ,...,xi , ))) 

si a est une optransformation. 

Lemme 6.2. Etant donné deux 2-foncteurs lax parallèles u et v et une transformation (resp. 
optransformation) a : u => v, le procédé décrit ci-dessus définit une transformation (resp. op- 
transformation) a : û => v. 

Démonstration. Les vérifications sont laissées au lecteur. □ 
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Lemme 6.3. Soient 



A- 



^B 





C 



un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et a est une optransformation, 
c un objet de C, u//fc : A//l"c — » Bf/fc le 2-foncteur lax induit par ces données, et ïï/ffc le 
2-foncteur strict induit par le diagramme 



A- 



^B 



w \ a / v 

V 



(voir les lemmes \6.1\ et [672\) . Alors, le diagramme 



A/lrc - ►B//,»c 



Va//ic 



VB //( c 



est commutatif. 

Démonstration. Les calculs ne présentent aucune difficulté. 
Corollaire 6.4. Soient 



□ 



A- 



^B 





C 



un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et a est une optransformation et 
c un objet de C. Alors, le 2-foncteur lax ujjfc : Ajj^c — > B//[ V c est une équivalence faible si et 
seulement si le 2-foncteur strict ù//° ' c : A//l"c — > Bf/fc en est une. 



Démonstration. En vertu du lemme l5.f 91 les 2-foncteurs lax r\j^j jic et 77g / /Je sont des équivalences 
faibles. Le lemme RPl et la saturation faible de la classe des équivalences faibles permettent de 
conclure. □ 



Théorème 6.5. Soit 



A- 



+ B 





C 



un diagramme dans lequel u, v et w sont des 2-foncteurs lax et a est une optransformation. 
Supposons que, pour tout objet c de C, le 2-foncteur lax 

u//fc : A//?c B/I?c 

soit une équivalence faible. Alors u est une équivalence faible. 
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Démonstration. En vertu des hypothèses et du corollaire l6.4l pour tout objet c de C, le 2-foncteur 
strict û//[c est une équivalence faible. En vertu du théorème 14.11 u est une équivalence faible, 
donc u est une équivalence faible fproposition 15 . 14")) . □ 

Remarque 6.6. L'énoncé du théorème 16 . 51 admet bien entendu trois versions duales. Elles corres- 
pondent aux cas suivants : 

- m, ii et w) sont des 2-foncteurs lax et a une transformation de w vers vu. 

- it, v et w sont des 2-foncteurs colax et a une transformation de vu vers w. 

- u, v et w sont des 2-foncteurs colax et a une optransformation de w vers vu. 



7 Les 2-catégories modélisent les types d'homotopie 

Définition 7.1. Étant donné des 2-foncteur lax u et v de A vers B, une transformation (resp. 
optransformation) a : u => v sera dite relative aux objets si o~ a ■ u(a) — > v(a) est une identité 
pour tout objet a de A. 

Définition 7.2. On note 

Fon ([m],A) 

la catégorie dont les objets sont les 2-foncteurs stricts de [m] vers A et dont les morphismes sont 
les transformations relatives aux objets. Autrement dit, Fon([m], A) est la catégorie 

U Hom A (an, ai ) x • ■ • x Hom A (a m .-i , a m ) 

(a ,...,a m )e(Ob(A)) m 

Définition 7.3. On note NA l'objet simplicial de Cat défini par 

NA : A op ->• Cat 

m h- > fort ([m], *4) 

et dont les faces et dégénérescences sont définies de façon évidente. 
Cela permet de définir un foncteur 

N : 2Cat Hom CAT (A op . Cat) 

Définition 7.4. Pour tout foncteur F : A op — > Cat, l'on pose 

Op Ç 

F = ( (7°PF)) op 

où l op désigne l'automorphisme de Cat qui, à toute catégorie, associe sa catégorie opposée. 

Ainsi, J° P F n'est autre que la catégorie notée VF dans [HJ section 2.2.6]. De façon plus 
explicite, ses objets sont les couples (a, x), avec a un objet de A et x un objet de F (a), et les 
morphismes de (a, x) vers (a', x') sont les couples (/, r) avec / : a — )■ a' dans ^4 et r : x — > F(f)(x') 
dans F (a). 

Définition 7.5. Soit A une 2-catégorie. On définit un 2-foncteur lax 

Op 



sup : I NA -ï A 



par les données suivantes. 
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Si ([m], {xi,i-x)i<i< m ) est un objet de J ° p NA, on pose 

sup A ([m], (x tt i-i) 1 < i < m ) = x m 

Un morphisme de ([m], (xi.i_i)i<j< m ) vers ([n], (yj,j-i)i<j<n) dans / ° P NA est de la forme 
((f : [m] -> [n], (ai)i<j< m ), où : a^i-i => JA^i),^)-! . • . y v (i-i)+i, v (i-i) est une 2-cellule de A. 
L'image d'un tel morphisme {ip : [m] — »■ [n], (aj)i<j< m ) par sup^ est définie par 

sup A {ip : [m] -> [n], (a,)i<i< m ) = y n ,n-l o • • • o y v (rn)+\,tp{m) 

Pour tout objet ([m], (xi,i-i)i<i<m) de J° P NA, on pose 

— ^Vl([TO],(a :i , i _i) 1 < i < m ) 

Pour tout couple de morphismes composables (ip : [m] — > [n], (aj)i<j< m ) : ([m], (^j,i-i)i<i< m ) — > 
(M> (yj,j-i)i<j<n) et : [n] -> [p], (/3j)i<j<n) : (N, (%,j-i)i<j<n) -> (fa], 0*fc,fc-i)i<fe<p) dc 
/ ° p A[A on pose 

La proposition [Tjïï] et sa conclusion en la proposition l7.7l ne sont autres que [El théorème 9.2.4] 
(c'est aussi O théorème 7.3]), aux contextes et notations près. 

Proposition 7.6 (Del Hoyo). Pour toute 2-catégorie A, pour tout objet a de A, la catégorie 

(J° P NA)//^ a 

est asphérique. 

Démonstration. Cette catégorie se décrit comme suit. En conservant les notations déjà utilisées, 
ses objets sont donnés par les 

(M, £1,0, • • ■ ,I m ,m-liP : x m -> a) 

Les morphismes de ([m], x%fl, . . . , x m ,m-iiP) vers ([n], yi,o, . ■ . , y n ,n-ii o) sont donnés parles 
(ip : [m] ->■ [n], (ûti)i<i< m ,7 : p qy n ,n-i ■ ■ ■ y v (m)+i, v (m)) 

dans lesquels <p est une application croissante envoyant sur et m sur n, ai : Xi,i-i => 
y<p(i),(p(i-i) ■ ■ ■yip(i-i)+i,ip(i-\) es t une 2-cellule de ^4 pour 1 < i < m, et 7 est une 2-cellule de A 
Cette catégorie admet un endofoncteur constant 

/op p op 

NA)//r t ^a^{j NAy/^a 

([m], (x M _i)i<i< m ,p) h-» ([0],a, l n ) 

(ly9, (Oi)l<t< TO ,7) ' ^ (1[ ], li oJ lij 

ainsi qu'un endofoncteur 

/op op 
NA)llr^a^{j NA)// t - A a 

([m],(xi t i-i)i<i< m ,p) 1-^ ([m + l],Z> p (i),l a ) 

(ai)i<i< m ,7) H' (-D(^), ((af)i<i< m ,7), lia) 
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Dans cette expression, D p (x) désigne le (m + l)-uplet de 1-cellules de A défini par {D p (x))n-i = 
Xij-i si 1 < i < m et (D p (x)) m+ i^ m — p, et D(ip) : [m + 1] — >■ [n + 1] correspond au morphisme 
simplicial (/jU {(ro + 1, n + 1)}. Autrement dit, l'on étend y> à [m + 1] en envoyant m + 1 sur n+ 1. 
On vérifie alors que les inclusions 

[m] — > [m + 1] 

et 

[0] [m + 1] 
h4 m + 1 

permettent de définir des transformations naturelles 1 
vement, ce qui permet de conclure. 

Proposition 7.7 (Del Hoyo). Pour toute 2-catégorie A, le 2-foncteur lax 

■ op 



\f'"'NA)// l — A a 



D et K„ 



D respecti- 
□ 



sup 



NA^A 



est une équivalence faible. 

Démonstration. C'est une conséquence de la proposition 17.61 et du théorème 16.5 



□ 

On note W la classe des foncteurs (morphismes de Cat) dont le nerf est une équivalence faible 
simpliciale. Autrement dit, W = W n Fl(Cat). 

Théorème 7.8. On a les équivalences de catégories localisées 

Wiax~ 1: ïCat lax ~ W~ x 2Cat ~ W^Cat ~ Hot 



Démonstration. On a déjà montré la première équivalence (c'est le théorème l5.15[) . La troisième 
est bien connue. Montrons la seconde. 

Soit u : A — > B un 2-foncteur strict. Considérons le diagramme 



J op NA^ 
J op N_B 4- 



J op NA- 



^A 



J op NB- 



Les flèches horizontales y figurant sont des équivalences faibles en vertu des propositions 15.101 
EHetO 

Il reste à vérifier la commutativité du diagramme ci-dessus. On remarque d'abord que le carré 
de gauche est commutatif par naturalité de e (voir le lemme 15. 7p . Pour établir la commutativité 
du carré de droite, il suffit (voir la remarque 15 . 13|) de vérifier l'égalité 

/op 
N(u) o rjj op ka 



ce qui se récrit 



u o sup 



sup o 



op 



N{u) 
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Cette dernière égalité se vérifie directement. 

De plus, pour tout foncteur u : A — > B, le foncteur f° P N_{u) n'est autre que A/N(u) : 
A/NA -> A/NB, NA, NB et N(u) désignant respectivement les nerfs de A, B et u, et A/NA, 
A/NB et A/N(u) leur image par le foncteur catégorie des éléments (ou « catégorie des sim- 
plexes »). Il est bien connu que le diagramme 

A/NA — y A 

A/N{u) 

A/NB > B 

est commutatif et que ses flèches horizontales sont des équivalences faibles. 
On déduit de ce qui précède que l'inclusion Cat 2Cat et le foncteur 

2Cat ->■ Cat 

• op 

A — I NA 

op 



r op 
N(u) 



induisent des équivalences quasi-inverses l'une de l'autre entre les catégories localisées de Cat et 
2Cat relativement àWetW respectivement. □ 

Corollaire 7.9. Il existe sur 2Cat une structure de catégorie de modèles Quillen- équivalente à 
la structure de catégorie de modèles de Quillen sur A et dont les équivalences faibles sont les 
éléments de W. 

Démonstration. Cela découle de ce qui précède, des résultats de [27] et de [16, proposition 1.3.13]. 

□ 
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